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摘要(Abstract)  

執行機械手臂運動控制時，常需要複雜的運

動學與反運動學之計算，然而此演算法在軟體執

行時，需要較多的 CPU 時間，因此影響機械手臂

的運動速度。針對此問題，本案旨在於發展運動

學與反運動學之控制硬體 IP(智材)，以期能在數

個微秒(µs)時間內完成計算，以提升機械手臂的運

動性能。本文首先推導六軸垂直關節型機械手臂

運動學與反運動學之演算法；接著再以 VHDL 

(Very high speed IC Hardware Description 

Language)來描述其電路行為。為了證實所發展運

動學與反運動學控制硬體 IP 之正確性，將結合

ModelSim 及 SimuLink 之環境來共同模擬。在

ModelSim 將執行運動學與反運動學之控制硬體

IP，而在 SimuLink 將提供輸入之測試訊號及顯示

輸出之量測訊號。 

The implementation of robot motion control 

often requires complex kinematics and inverse 

kinematics calculations. However, this algorithm 

requires more CPU time in the software, and may 

affect robot movement speed. To solve this problem, 
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this article aims at the development of kinematics 

and inverse kinematics control hardware IP 

(intellectual property) in order to complete the 

calculations within several microseconds and 

ultimately enhance the performance of the robot 

movement. In this article, firstly, a six-axis 

articulated robot kinematics and inverse kinematics 

algorithm is derived. Secondly the circuit behavior 

using VHDL (Very high speed IC Hardware 

Description Language) is described. Finally, in order 

to confirm the validity of the developed kinematics 

and inverse kinematics IP, co-simulation using 

ModelSim and SimuLink is applied. ModelSim is 

used to run the kinematics and inverse kinematics IP, 

and the Simulink model is taken as a test bench that 

generates stimulus to ModelSim and displays the 

output results. 

 

1. 簡介 

在機械手臂之運動控制中[1]，常見的有點對

點運動與特定軌跡運動。點對點運動可以經由預

先教導來達成，因此手臂位置與各軸馬達旋轉角

度之相對轉換量為已知。然而特定軌跡運動或者

非經由預先教導之位置，機械手臂須由欲到達之

空間位置來推算各軸馬達之旋轉角度，因此必須

計算反運動學[2-3]。但是機械手臂反運動學之計

算相當繁雜，以一般微處理器而言，軟體 CPU 計

算常需要數個毫秒(ms)以上。因此計算反運動學

公式成為機械手臂運動之瓶頸，也是值得挑戰之

處。 

隨著半導體製造之進步，各種性能優異之晶

片不斷的被開發完成，如數位訊號處理器(DSP)

晶片、現場可程式邏輯閘陣列(FPGA)晶片、微控

制器(μC)晶片等，而這些晶片中常具有可程式規

劃設計的功能及高效能之數值計算能力，可提供

各行業發展，設計適合該行業之應用軟硬體，以

提昇其產品與設備之品質及功能，使之達到小型

化、網路化、低成本、省元件、智慧型與高性能

的目的。其中 FPGA 具有硬體可程式化、快速計

算能力、快速時間推到市場、短的設計週期、嵌

入式微處理器、低電力消耗及高密度容量，因此

極適合數位系統之實現，在工業控制及機器人運

動控制上應用極為廣泛[4]。 

近年來，藉由電子設計自動化 (Electronic 

Design Automation，EDA)模擬連結器之共同模擬

系統，逐漸被使用來驗證 Verilog 及 VHDL 程式之

正確性與有效性 [5]。EDA 模擬連結器提供

MALTAB/Simulink 及 HDL 模擬器(ModelSim)之

共同模擬介面，利用此模擬介面便可以在

Simulink 之環境下，驗證 VHDL、Verilog 及混合

語言之程式正確性。因此，EDA 模擬連結器可藉

由 MATLAB 程式及 Simulink 模式產生訊號給

HDL 模擬器，然後接收並分析其響應值。因此、

本案中將應用 EDA 模擬連結器，結合 ModelSim

及Simulink共同模擬六軸垂直關節型機械手臂(如

圖 1)運動學與反運動學之控制硬體 IP。在

Simulink 的環境下，將產生輸出入值與 ModelSim

連接；在 ModelSim 內將執行機械手臂運動學與反

運動學之控制硬體 IP，ModelSim 發展之元件將以

VHDL 程式撰寫。 
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2. 六軸垂直關節型機械手臂之運動
學/反運動學推導 

2.1 六軸垂直關節型機械手臂運動學推導 

已知一般機器手臂各軸之轉角，進而計算手

腕末端效應器於空間中之位置及方向，稱為機械

手臂之運動學。推導之方式先分別在每一個連桿

上貼附一個座標系統，如圖 1 所示，以連桿 0 代

表大地，其座標為x0y0z0，座標x1y1z1至x6y6z6

則依序貼附於底座、上/下臂及手腕的 3 個連桿，

腕部最後一個連桿的座標為x6y6z6，其原點位於

手腕末端圓盤表面中心，夾爪或工具可固定在此

圓盤上。 

座標貼附的原則採用 D-H 規則(Denavit and 

Hartenberg’s convention)，參考圖 2，其規則如下

所述： 

1. 連桿n (n = 0, 1 … 6)座標系統的zn軸位於連接

連桿n與連桿n +1 的關節上。 

 

 

圖 1  六軸垂直關節型機械手臂 

 
圖 2  D-H 規則 

 

2. xn軸位於連接zn-1軸與zn軸的公垂線上，方向由

zn-1軸指向zn軸。 

3. 一經選定zn軸與xn軸，yn軸的方向由右手定則決

定。 

 

若有一點P附於連桿n+1 上，相對於xn+1y 

n+1zn+1座標系統的座標值以向量n+1P表示，則此P

點相對於前一個連桿座標xnynzn的座標值nP為 

 
nP = An+1 × n+1P (2.1) 

 

其中，An+1為座標轉換矩陣，An+1 
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θn+1、dn+1、an+1、an+1 為兩相鄰連桿，亦即連桿
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n與連桿n+1 之間相對位置的幾何尺寸參數。dn+1

為xn至xn+1之間沿著zn軸方向的位移。若從zn軸的

方向從上向下投影，θn+1為xn與xn+1軸的夾角。an+1

為zn至zn+1之間沿著xn+1軸方向的位移。從相鄰兩

軸之公垂線的方向投影在一個平面上，an+1為zn

與zn+1軸的夾角。以圖 1 之機械手臂而言，θn+1為

變數，隨著兩相鄰連桿相對轉動而改變，其餘參

數為機械手臂之尺寸參數，視機械手臂而定，其

參數值列於表 1： 

 

表 1 

關節 a a d θ  

1 π/2 a1 d1 θ1 

2 0 a2 0 θ2 

3 π/2 a3 0 θ3 

4 –π/2 0 d4 θ4 

5 π/2 0 0 θ5 

6 0 0 d6 θ6 

 

將以上的值代入式(2.2)，可得相鄰兩連桿之座標

轉換矩陣A1、A2、A3、A4、A5及A6。 

工具的端點是機械手臂欲控制路徑的點，假

設其座標值6P = [toolx tooly toolz 1]T，其中左上方

之上標 6 表示P點相對於x6y6z6的座標。經由一連

串的轉換，可求得P點相對於大地座標的座標值為 

 
0P = [endx endy endz 1]T = A1 × A2 × A3 × A4 × A5 

× A6 × 6P = A × 6P (2.3) 

 

其中A = A1 × A2 × A3 × A4 × A5 × A6，為工具至

大地的座標轉換矩陣。假設 
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將(2.3)式之 6 個矩陣相乘，可得矩陣A之各元素值

如下： 

 

( ) ( ) 2111 sincos ttu x θθ +=  (2.4) 

 
( ) ( ) 2111 cossin ttu y θθ −=  (2.5) 

 

( ) ( ) ( ) ( )6532032 cossincossin θθθθθθ +++= tu z

 (2.6) 

 

( ) ( ) 5141 sincos ttvx θθ +=  (2.7) 

 
( ) ( ) 5141 cossin ttv y θθ −=  (2.8) 

 

( ) ( ) ( ) ( )6532332 sinsincossin θθθθθθ +−+−= tvz

 (2.9) 

 

( ) ( ) ( ) ( )54161 sinsinsincos θθθθ += twx  (2.10) 

 
( ) ( ) ( ) ( )54161 sinsincossin θθθθ −= twy  (2.11) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5325432 coscossincossin θθθθθθθ +−+=zw

 (2.12) 

 

( ) ( ) ( ) ( )541671 sinsinsincos θθθθ dtθx +=  (2.13) 

 
( ) ( ) ( ) ( )541671 sinsincossin θθθθ dtθ y −=  (2.14) 
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( ) ( ) ( ) zz wddaadq 6324323221 cossinsin ++−+++= qqqqq

 (2.15) 

 

其中 

 

)sin()sin()cos()cos()cos( 646540 θθθθθ −=t  

 

)cos()sin()sin()cos( 65320321 θθθθθθ +−+= tt  

 

)sin()cos()cos()cos()sin( 646542 θθθθθ +=t  

 

))cos(sin())sin()cos(cos( 646543 θθθθθt +=  

 

)sin()sin()sin()cos( 65323324 θθθθθθ +++−= tt  

 

)cos()cos()sin()cos()sin( 646545 θθθθθ +−=t  

 

)cos()sin()sin()cos()cos( 53254326 θθθθθθθ +++=t

 

663243232217 )sin()cos()cos( tddaaat ++++++= θθθθθ

 

將以上的結果代入0P = A × 6P可得順向運動學之

工具端點解為 

 
xzxyxxxx qtoolwtoolvtooluend +++=  (2.16) 

 
yzyyyxyy qtoolwtoolvtooluend +++=  (2.17) 

 
zzzyzxzz qtoolwtoolvtooluend +++=  (2.18) 

 

而工具圓盤相對於大地座標的方向，也可以由以

上的轉換矩陣求得： 

 
0x6 = [ux  uy  uz  1]T (2.19) 

 
0y6 = [vx  vy  vz  1] T 

 (2.20) 

 
0z6 = [wx  wy  wz  1] T (2.21) 

 

其中u = [ux uy uz]T、v = [vx vy vz]T、w = [wx wy wz]T

為工具圓盤的 3 個座標軸相對於大地座標的單位

向量，長度均為 1 且相互垂直，因此 9 個變數只

有 3 個自由度，一般常以 3 個角度來表示方向，

如R-P-Y角或Euler角，其值亦可由以上之矩陣A求

出。 

2.2 六軸垂直關節型機械手臂反運動學推導 

已知工具的端點相對於大地的座標  0P = 

[endx endy endz 1]T及工具的方向u、v、w，欲求各

關節的轉角θ1、θ2、θ3、θ4、θ5、θ6，稱為機械手臂

之反運動學。此機器人腕部的 3 個旋轉軸z4、z5、

z6相交於一點，假設此點稱為C點，C點位於工具

座標z6軸負方向距離為d6處，因此C點相對於大地

的座標可由以下的算式求出： 
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若從底座與上/下臂看C點，它位於第 3 個座

標系統z3軸的正方向，距離為d4處，C點相對於大

地的座標值為0C = A1 × A2 × A3 × [0 0 d4 1]T。因

此， 

 
0C = [cx  cy  cz  1] T  

= A1 × A2 × A3 × [0  0  d4  1]T (2.23) 

 
0C的值cx、cy、cz可由式(2.22)求出，因此式(2.23)

只含有 3 個未知數，亦即前 3 軸的轉角θ1、θ2與

θ3。由式(2.23)可知 

 

A1
–1 × [cx  cy  cz  1] T  

= A2 × A3 × [0  0  d4  1] T (2.24) 

 

在式子兩邊的矩陣相乘後可以列出以下3個等式： 

 

cx cos(θ1) + cy sin(θ1) – a1 = a2 cos(θ2) + a3 cos(θ2 

+ θ3) + d4 sin(θ2 + θ3)  (2.25) 

 

cz – d1 = a2 sin(θ2) + a3 sin(θ2 + θ3) – d4 cos(θ2 + 

θ3)  (2.26) 

 

cx sin(θ1) –cy cos(θ1) = 0 (2.27) 

 

由式(2.27)可解出θ1為 
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θ1有兩組解，分別代表底座朝向前方與底座朝向

後方。將(2.25)、(2.26)及(2.27)之式子等號兩側各

取平方相加可得到 

 

2a2d4sin(θ3) + 2a2a3cos(θ3) = K (2.29) 

 

其中K = cx
2 + cy

2 + (cz – d1)2 – 2cxa1cos(θ1) – 

2cya1sin(θ1) + a1
2 – a2

2 – a3
2 – d4

2。式(2.29)可寫成 
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由式(2.30)可得到 
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由上式可知θ3有兩組解答，分別表示手肘向上彎

曲與向下彎曲之組態。求得θ1與θ3後，將式(2.25)

及(2.26)之cos(θ2 + θ3)及sin(θ2 + θ3)展開並加以整

理，可以得到如下之聯立方程組： 

 

u1cos(θ2) + v1sin(θ2) = r1 (2.32) 

 

u2cos(θ2) + v2sin(θ2) = r2 (2.33) 

 

其中 
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u1 = a2 + a3cos(θ3) +d4sin(θ3) 

 

v1 = –a3sin(θ3) + d4cos(θ3) 

 

r1 = cxcos(θ1) + cysin(θ1) – a1 

 

u2 = a3sin(θ3) – d4cos(θ3) 

 

v2 = a2 + a3cos(θ3) +d4sin(θ3) 

 

r2 = cz – d1 

 

解式(2.32)及(2.33)之聯立方程組可求得sin(θ2)及

cos(θ2)，並可依此而解出θ2。 

欲求後 3 個關節之轉角θ4、θ5、θ6，可從它

們的 3 個座標系統之轉換矩陣解出。因為A = A1 × 

A2 × A3 × A4 × A5 × A6，所以 

 

A4 × A5 × A6 = (A1 × A2 × A3)–1 × A (2.34) 

 

在求出θ1、θ2、θ3後，式(2.34)之等號右側所有數

值均為已知，等號左側則含有θ4、θ5、θ6等 3 個

未知數，將式(2.34)之矩陣相乘並加以整理，由元

素(3,3)可求得θ5： 

 
( )zyx wCwSSwSCθ 23231231

1
5 cos −+= −

 或 
( )zyx wCwSSwSCθ 23231231

1
5 cos −+−= −  (2.35) 

 

其中C1表示cos(θ1)，而S23表示sin(θ2+θ3)，依此類

推。求出θ5後，由元素(1,3)及(2,3)可知 

 

5

23231231
4)cos(

S
wSwCSwCC

θ zyx ++
=  (2.36) 

 

5

11
4)sin(

S
wCwS

θ yx −
=  (2.37) 

 

由元素(3,1)及(3,2)可知 

 

5

23231231
6)cos(

S
uCuSSuSC

θ zyx −+
−=  (2.38) 

 

5

23231231
6)sin(

S
vCvSSvSC

θ zyx −+
=  (2.39) 

 

由(2.36)至(2.39)可解出θ4及θ6。 

在不考慮連桿機構可能產生干涉的狀態下，

底座可以得到兩組解答，上/下臂有兩組，腕部也

有兩組解答，亦即共有 8 組不同的轉軸角度組態

可得到相同的工具位置與方向。但實際上因為機

械元件尺寸及互相干渉的限制，某些組態不可能

發生。 

 

3. 運動學/反運動學中常用函數之硬
體語言程式設計 

本節主要針對運動學 /反運動學中常用函

數，如 sin 函數、cos 函數、acos 函數及 atan2 函

數等。常用函數之硬體設計說明如下： 

3.1 sin 函數及 cos 函數 

計算 y1=sin(θ+∆θ)及 y2=cos(θ+∆θ)時，其中

θ+∆θ採 16 bits Q7 格式。整數部份(θ)為 9 bits，範
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圍值為 0~511 所以可以函蓋 0 度~359 度，解析度

為 1 度。小數部份(∆θ)為 7 bits，範圍值為 0 度

~0.9922 度，解析度為 0.0078 度。θ+∆θ之輸入值

如 000000100 1000000 表示 4.5 度。所以當需計算

y1及y2值時，可依三角函數計算，將它展開如下

式 
 

)sin()cos()cos()sin()sin(1 θθθθθθ ∆+∆=∆+=y
 (3.1) 
 
 

)sin()sin()cos()cos()cos(2 θθθθθθ ∆−∆=∆+=y
 (3.2) 

 

在硬體程式設計中，先建立四個 table：sin(θ)、

cos(θ)、sin(∆θ)、cos(∆θ)之表格。其中 sin(θ)、cos(θ)

之表格建 360 筆(0~359)，每筆資料 24 bits Q23，

而 sin(∆θ)、cos(∆θ)之表格建 128 筆(0~127)，每筆

資料 24 bits Q23，而 sin(∆θ)、cos(∆θ)之表格建立

128 筆資料(0~127)，每筆資料為 24 bits Q23，此

四表格將應用於計算 sin(θ+∆θ)及 cos(θ+∆θ)，運

算結果再移回 16 bits Q15 輸出。以計算 cosine 函

數為例，在硬體實現上應用有限狀態機器法(FSM)

來計算，如圖 3 所示。先查四個表格，再以二個

乘法器及一個加法器計算其值，總共需 5 個步驟。 

 

s0 s1 s2

LUT
(cos)

)7..15(θ

s3 s4

LUT
(dcos)

LUT
(sin)

)0..6(θ

LUT
(dsin)

x

x

+

mult_r1(46..23)

mult_r2(46..23)

Cos_16= 
addr1(23..8)

-

 

圖 3  以有限狀態機器法(FSM)計算 cosine 函數 

3.2 atant2 函數 

atant2 函數之計算公式如下： 

 

θ=a tan 2(y/x) (3.3) 

 

其中輸入為 x 及 y，而輸出為 θ。計算 atant2 函數

分兩個步驟： 

 

█步驟一： 

先計算 θ1= tan-1(x)，且其輸入值範圍為

1≤x≤0(或其輸出值範圍為 45°≤θ1≤0°)。接著，應

用泰勒展開式 

 

.....)(
! 5

)(

  )(
! 4

)()(
! 3

)(

)(
! 2

)())(()()(

5
0

0
)5(

4
0

0
)4(

3
0

0
)3(

2
0

0
000

+−+

−+−+

−
′′

+−′+=

xxxf

xxxfxxxf

xxxfxxxfxfxf

 (3.4) 

 

來計算θ1=f(x) =tan-1(x)。此處僅展開至第四項即足

夠， 

 
3

03
2

02010 )()()()( xxaxxaxxaaxf −+−+−+≅

 (3.5) 

 

其中 

 
)(tan)( 0

1
00 xxfa −==  (3.6) 

 

2
0

01 1
1)(
x

xfa
+

=′=  (3.7) 
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22
0

0
02 )1(

2)(
x
xxfa

+
−

=′′=  (3.8) 

 

32
0

2
0

0
)3(

3 )1(
62)(

x
xxfa

+
+−

==  (3.9) 

 

█步驟二： 

在計算tan-1(x)之後，將進一步擴展計算θ=a 

tan 2(y/x)使其輸出值適合-180°≤θ1≤180°，如圖 4

所示。  

圖 5 (a)為計算a tan 2 (y/x)函數之硬體實現方

塊圖。圖中，輸出入資料各自為 16 位元Q15 格式

及 32 位元Q15 格式。它包括一個具有FSM法設計

架構之主電路及兩個元件，可以計算除法器及

tan-1(x)函數。除法器元件為 32 位元Q15 格式且具

有 2 的補數之運算，而其輸出值為 16 位元Q15 格

式。tan-1(x)函數計算元件之輸出入值皆屬於 16 位

元Q15 格式。圖 5 (b)為以FSM法設計tan-1(x)函數

之多項式計算，此設計同時僅使用兩個乘法器及

一個加法器，共使用 7 個步驟可完成所有的計算，

步驟s0~s1執行查 5 個表格；s2~s6執行多項式計

算。整體而言，計算a tan 2(y/x)函數，總共需 16

個步驟，若以頻率 50 MHz之FPGA晶片而言，每

個步驟約耗時 20 ns，因此推估總共計算時間約為

320 ns。 
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圖 4  計算θ=a tan 2(y/x)  
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(a)                                                  (b) 

圖 5  (a) a tan 2(y/x)函數之硬體實現方塊圖，(b)以FSM法設計tan-1(x)函數之多項式計算 
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4. 運動學/反運動學控制硬體 IP 之設
計與模擬 

本節主要針對六軸垂直關節型機械手臂運動

學 IP 與反運動學 IP 之硬體語言描述與設計作介

紹，並應用 Modelsim/Simulink 共同模擬來驗證其

正確性。 

4.1 六軸垂直關節型機械手臂運動學 IP 設計

與模擬 

六軸垂直關節型機械手臂運動學IP之計算，

其輸入變數為手臂各軸之旋轉角度θ1~θ6與工具

端點相對於x6y6z6的座標值toolx、tooly、toolz而輸

出為工具末端相對於底座x0y0z0的座標值endx、

endy、endz、Roll、Pitch、Yaw、config0、config1、

config2。運動學IP之輸出入方塊如圖 6 所示。 

運動學IP設計之計算式如 2.1 節所示，由於運

動學整體計算步驟很多，在此僅以計算t 0~ t 7為 

 

 

圖 6  六軸垂直關節型機械手臂運動學 IP 之輸出入方塊 

例來說明如何以有現狀態機器法來設計其電路。

t0~t7 之計算公式除了t7採用 32 位元Q15 格式

外，其餘計算皆採用 16 位元Q15 格式計算。以有

限狀態機器法設計t0~ t7計算之電路如圖 7 所示。

其中步驟s0~s29為θ1~θ6之sin函數與cos函數查表

值；步驟s30~s53為t0~ t6計算之電路，這些步驟採

用 16 位元Q7 格式計算；步驟s53~s59為t7計算之電

路，此步驟採用 32 位元Q15 格式計算。圖 7 中，

每一步驟皆採用一個乘法器及一個加法器。由於

每一步驟在 50 MHz之FPGA晶片僅要 20 ns，因此

計算t0~ t7總共需要 20 ns × 60=1.2 µs。 

接著，進一步介紹圖 6 內六軸垂直關節型機

械手臂運動學之整體計算。雖然此計算很複雜，

仍可使用FSM法來設計。整體IP設計，採用一個

乘法器及數個加法器，以節省計算步驟，整個運

動學IP之計算總共需要 215 步驟完成計算，換算

執行時間約 20 ns × 215=4.3 µs，而整體電路佔用

FPGA之硬體資源約 8,289 LEs(邏輯閘元件)及

105,728 RAM bits。設計好的運動學IP，將在
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ModelSim及SimuLink內模擬。此處，機械手臂之

幾何參數值(單位為mm)，設計為a1=75、a2=270、

a 3 =90、a 4 =a 5 =a 6 =0、d 1 =345、d 4 =295、

d2=d3=d5=0、d6=102。模擬時，當輸入值toolx=10、

tooly= -15、toolz=100 且θ1=109.530、θ2= -18.3750、

θ3=114.560、θ4= -11.890、θ5= -0.120、θ6=50.320時，

其模擬架構如圖 8 所示，而其模擬結果如圖 9 所

示 。 由 所 發 展 之 I P 之 模 擬 結 果

endx= 209899....-277 、endy= 236267...765 、endy= 

419.554229…、roll=-141.578125、yaw=109.5、

pitch=6.0703125。與Matlab軟體之模擬結果相比 
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圖 7 

以FSM法設計計算

t0~t7之電路 
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圖 8 

運動學 IP 之模擬架構圖 

 

 

圖 9 

運動學 IP 之模擬結果 

 

較，其endx、endy及endz之誤差小於 0.0054 mm，

而roll、yaw、pitch之誤差最大約 0.011 mm。 
4.2 六軸垂直關節型機械手臂反運動學 IP 設

計與模擬 
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六軸垂直關節型機械手臂反運動學IP，輸入

變數為工具末端相對於底座 x0y0z0 的座標值

endx、endy及endz，工具之方位角(Roll-Pitch-Yaw) 

ψ、θ、φ，工具端點相對於x6y6z6的座標值toolx、

tooly、toolz及機械手臂之姿態config0、config1、

config2；而輸出變數主要為機械手臂各軸之旋轉

角度θ1~θ6。反運動學IP之輸出入方塊如圖 10 所

示。 

六軸垂直關節型機械手臂反運動學之計算公

式如 2.2 節所示。以有限狀態機器法設計cx~cz及

計算θ 1之電路如圖 11 所示，其中步驟s0~s 16為

cx~cz所需計算之電路，這些步驟皆採用 32 位元  

圖 10  六軸垂直關節型機械手臂反運動學 IP 之輸出入方

塊圖 
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圖 11 

以FSM法設計cx~cz及

計算θ1之電路 
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Q15 格式計算；步驟s17~s36為計算θ1所需之電路，

這些步驟採用 16 位元計算，計算atan2 函數需要

16 個步驟之時間。圖 11 中，每一步驟皆採用一個

乘法器及一個加法器，由於每一步驟在 50 MHz

之FPGA晶片僅要 20 ns，因此計算px~pz及計算θ1

總共需要 20 ns × 37=740 ns。 

整個六軸垂直關節型機械手臂反運動學IP 

(圖 10)之計算，採用兩個乘法器，以節省計算步

驟，如此共需要 269 步驟完成，總執行時間約 20 ns 

× 269=5.4 µs，而整體電路需佔用FPGA之硬體資

源約 14,646 LEs及 105,728 RAM bits。設計好的反

運動學IP，將在ModelSim及SimuLink內模擬。在

與 4.1 節相同的六軸垂直關節型機械手臂之幾何

參數值下，當輸入值toolx=10、tooly=-15、toolz=100

且 endx=500.123、 endy=430.99、 endz=420.256、

config0=0、config1=0、config2=0、yaw=50.26、

roll=80.5、pitch=10.333 時，其模擬架構如圖 12，

而其模擬結果如圖 13 所示。由所發展之IP，模擬

結 果 θ1= 35.7343750 、 θ2= 59.50781250 、 θ3= 

-21.58593750、θ4= 164.031250、θ5= -63.6406250、

θ6= 90.39843750。與Matlab軟體之模擬結果相比

較，誤差值小於 0.0220。 

 

5. 結論 

本案主要完成六軸垂直關節型機械手臂運動

學 / 反運動學控制硬體 IP 之設計，並以

ModelSim/Simulink 共同模擬技術證實其正確性

與有效性。整個六軸垂直關節型機械手臂運動學

IP 及反運動學 IP 在 FPGA晶片內之執行時間各自

為 4.3 µs 及 5.4 µs，此快速的計算能力將可提高六

軸垂直關節型機械手臂的運動性能。 
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圖 12  反運動學 IP 之模擬架構圖 

 
 

 
圖 13  反運動學 IP 之模擬結果 
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